CHAPITRE III : CALIBRES

Au second parapgraphe, nous allons &tudier, sous le nom de calibres,
des applications de ¢(E) dans O(F) qui auront la propriétd de
transformer toute fonction analytique en une fonction analytique.
Leur définition comprendra deux conditions : 1) une condition de
"capacitabilité" 2) une condition "d'analyticité" pour leur restric-
tion aux fonctions s.c.s. Aussi introdulsons nous au premier
paragraphe une topologie métrisable compacte sur l'ensemble des
fonctions s.c.s., quli nous permettra de parler d'ensemble analytique
de fonctions s.c.s. Cette topologie interviendra aussi dans les
chapitres ultérieurs. Enfin, les méthodes exposées ici ne semblant
pas susceptibles d'extension au cas abstrait ou topologique plus

général, il n'y a pas de compléments.

1l.- IA TOPOLOGIE DE HAUSDORFF

Si E est un espace métrisable compact, nous désignerons d€sormais
par g(E) l'ensemble des parties compactes de E qui sera muni de la

topologie définie de la manidre suivante

DEFINITION. - On appelle topologie de Hausdorff sur g(E) la moins

fine des topologies telles qu'un ensemble de la forme [Keg(E) : Ke A)

soit ouvert (resp fermé) si A est ouvert (resp fermé€) dans E.

Ltensemble vide de E est un point iscl€ de K(E), et une base d'ouverts

pour cette topologie est constitude par les ensembles de la forme
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ou u, v .,Vn sont des ouverts de E. MNous laissons au lecteur

1o
le soin de vérifier que cette topologie est séparde.

THEOREME . - La topologie de Hausdorff est métrisable compacte.

De plus, si d est une distance sur E compatible avec sa topologie,

la fonction p sur K(E)xK(E) définie par

p(K,L) = sup |d(x,K)-d(x,L)]|
Xe

1S

est une distance sur K(E) compatible avec la topologie de Hausdorff.

DEMONSTRATION. - La topologie de Hausdorff dtant séparde, il suffit
de démontrer que la distance p définit une topologie compacte plus
fine. Pour Keg(E), nous désignerons par dK la fonection x - d(x,K)

(oh d(x,K) = sug d(x,y)): la fonction d, €tant continue, la distance
ve

K
p choisie permet d'identifier K(E) & un sous-espace de 1l'ensemble C(E)
des fonctions continues sur E muni de la topologie de la convergence
uniforme. Comme on a de(x)~dK(y)[5 a{x,y), 1'ensemble K(E) est

borng et €quicontinu dans C(E) : il est donc relativement compact
d'apres le théordme d'Ascoli. Montrons que K(E) est fermd dans C(E)
soit (dK ) une suite convergeant vers une fonction feg(E); on a

n
alors £ = d, oU K = {f = 0). En effet, pour xeE fix€, on a d'une

K
part |f(x)—f(y)lscux,y) pour tout y, et donc on a fZ£d,. Désignons
dtautre part, pour tout n, par ¥, un point de Kn tel que 1'on ait
d(x,yn) = d(x,Kn) : quitte & extraire une sous-suite des K _» on peut
supposer gue (yn) converge vers yeE. Mais, étant donnde l'équicon—
tinuite’, il est clair que y appartient 3 K et que d(x,y) = f£(x).

D'od 1'dgalite de f et de dg- Enfin, le fait que la topologie définie
par p est plus fine que la topologie de Hausdorff résulte aisément

des ééalitéé suivantes, oi L est un compact de E
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(K:Kel) = (dg :dg>dr)  [(K:KNL # B} = (4 : inf(dgAdy) = 0]

REMARQUES.- 1) Nous avons choisi pour distance p celle qui permet
dtobtenir le théoréme le plus rapidement. Mais, plus communement ,
on utilise la "distance de Hausdorff" définie par

p(K,L) = sup [igg d(x,K),;gE d(x,L)]
2) Voici une autre ddfinition possible de la topologie de Hausdorff,
due & CHOQUET [ ] : la famille filtrante de compacts (Ki) converge

vers le compact K si, pour toute fonction continue f sur E,

le maximum de f sur Ki converge vers le maximum de f sur K.

3) Voyons rapidement comment définir maintenant une "bonne" topologie
sur l'ensenble §(E) des fonctions s.c.s. sur E, a4 valeurs dans TE+.
On identifie toute fonction feé(E) a4 son sous-graphe fermé, i.e.
ltensemble {(x,t) : f(x)3 t}, qui est compact dans EXTE+, et on
munit S(E) de la topologie induite par celle de g(Exﬁ§+). L'ensemble
Q(E), muni de cette topologie, est métrisable compact, et §(E) peut

8tre identifié & un sous-espace compact de S(E).

Les propriétds suivantes de la topologie de Hausdorff sont facilles
3 vérifier. Nous les utiliserons souvent par la suite, sans réfd-
rences, pour démontrer qu'un ensemble est analytique par la méthode

de Kuratowski-Tarski.

l) les ensembles suivants sont compacts
{(x,K) : xeK) dans ExK(E)
{(K,L) : KeL) dans K(E)xK(E)

{(X,L) : KNL # #) dans K(E)xK(E)

2) les applications suivantes sont continues

x » {x} de E dans §(E)
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(K,L) » KUL de K(E)xK(E) dans K(E)
K > 7(K) de g(ExF) dans K(E) ( w désignant la projection sur E)
K > §(K) de K(E) dans R_ (§ désignant le diamétre associe’
3 une distance sur E compatible avec sa topologie)
3) si (Kn) est une suite décroissante de compacts, d'intersection K,

alors (Kn) converge vers K dans K(E)

Nous allons étudier l'ensemble des compacts non dénombrables, et
montrer qu'il est analytique dans g(E). Mais avant cela, nous

rappellerons quelques notions topologiques élémentaires.

Soit A une partie de E On dit que xeE est un point de condensation

de A si tout voisinage de x rencontre A& suivant un ensemble qui n'fest
pas dénombrable. Un argument simple de recouvrement (B étant 2 base
dénombrable) montre que l'ensemble des points de A gui ne sont pas
des points de condensation est au plus dénombrable. Rappelons

dtautre part qu'un compact est dit parfait s'il n'a pas de points
isolés, et il rédsulte du théoréme de Baire que tout parfailt non vide
n'est pas dénombrable. Maintenant, si K est un compact quelcongue,
l'ensemble N de ses points de condensation est un parfait, contenu

dans K, que l'on appelle le noyau parfait de K, et 1la décomposition

de K en son noyau parfait N et 1'ensemble dénombrable K-N est
1'unique décomposition de K en un ensemble parfait et un ensemble

dénombrable disjoints (théordme de Cantor-Bendixson).

Le rdsultat suivant est 4l a Banach

THﬁORﬁME.— L'ensemble des parfaits non vides de E est 95 dans g(E)

DEMONSTRATION. - Nous allons montrer que l'ensemble I des compacts
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non vides de E ayant au moins un point isolé est £ dans

. (E).

Soit (Un) une base dénombrable d'ouverts de E. On a 1'équivalence

=

suivante, en symboles logiques,

KeI ¢> In }x xeK et xeU et Ke(xJUU]
I1 résulte aisdment des propriétés de la topologie de Hausdorff
que {(x,K) : Kc:{x]LJU;}, n fixe, est compact dans ExK(E), et

done I est [P(KNGANK)]_ = [P(E )] = Kq -

COROLLAIRE. - L'ensemble des compacts non-dénombrables de E est

analytique dans K(E).

DEMONSTRATION. - Désignons par N 1tensemble des compacts non
dénombrables, ét par P l'ensemble des parfalts non vides. Etant
donne le théoréme de Cantor-Bendixson, on a

KeN ¢> }L LeP et LcK

et donc N est P[gérxg] = P[gs] = A.

REMARQUES. - 1) Hurewicz a montré que l'ensemble des compacts non-
dénombrables n'est pas borélien dans X([0,1]) : c'est un des exemples

les plus simples d'ensemble analytique qui ne soit pas bordlien.

2) dans le mfme ordre d'iddes, Kuratowski et Marczewski ont montrd
que l'ensemble des compacts contenus dans les rationnels de [0,1]
n'est pas analytique, mais est le complémentaire d'un ensemble

analytique dans 5([0,1])
3) il est facile de voir que, si A est gé dans E, 1l'ensemble

:q"
peut ne pas 8tre analytique dans g(E) : il suffit de prendre pour A

{K : K€ A} est 95 dans K(E). Par contre, si A est K cet ensemble

1t'ensemble des rationnels de [0,1].
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2.~ CALIBRES

Nous nous bornerons a €tudier des opdrations transformant des
ensembles en des fonctions : le cas général (transformations de
fonctions en fonctions) est un peu plus compligué, sans &tre trés

utile pour les applications.

DEFINITION. - Un calibre de E dans F est une application p de @(E)

dans {(F) satisfaisant aux conditions suivantes

a) si A et B sont deux &léments de O(E) tels que Ac.B, on a

p(v,A)&p(y,B) pour tout yeF, ol p(y,A) d€signe la valeur de

la fonction p(A) au point y

b) si A est une partie analytique d'un produit ExG, on a

p(y,m(A)) = sup p(y,7(K)), KeK(ExG), K& A

ol 7 désigne la projection de ExG sur E

c) la fonection (y,K) - p(y,K) est analytigue sur Fxg(E).

I1 est peu probable que le produit de composition de deux calibres

(s1il est défini) soit encore un calibre. On a cependant

THEOREME. - Soient p un calibre de E dans ¥, et 7m la projection

d'un produit ExG sur E. L'application composée peT est alors

un calibre de ExG dans F.

DEMONSTRATION. - La condition a) est &videmment vérifide, et

la condition b) aussi puisque la composde de deux projections est
encore une projection. Enfin, l'application (y,K) » (y,7(K)) de
Fxg(ExG) dans FxK(E) étant continue, on vérifie aisément que la

fonetion (y,K) - p(y,7m(K)) est analytique sur FxK(ExG).
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Nous avons vu au chapitre I que toute fonction analytique est la
projection de la limite d'une suite décroissante de fonctions s.c.i.,
et, qu'en particulier, tout ensemble analytique est la projection
d'un ensemble Gg. Etant donné le résultat précddent, on peut donc

se contenter de vérifier la condition b) du n.7 pour les parties Gg

d'un produit.

Voici le théoréme qui 1égitime 1'introduction des calibres

THEOREME. - Soit p un calibre de E dans F. S1 A est analytique dans E,

la fonction p(A) est analytique sur F.

DEMONSTRATION. - D'aprds ce qui précdde, on peut supposer que A est G
dans E : l'ensemble g(A) des compacts contenus dans A est alors Gg
et donc analytique dans g(E). Et la fonction y » p(y,A), projection

sur F de la fonction analytique (y,K) — p(y’K)'lK(A)’ est analytique.

Avant de volr quelques applications, nous donnerons encore deux

théorémes d'extension de calibres.

THEOREME. - Soient G un espace et p un calibre de E dans F.

Posons, pour toute partie A de ExG et tout (y,z)eFxG,

I—)[(Y:Z) ,A] = p(y,A(Z))

ol A(z) est la coupe de A suivant z. L'application p de $(ExG) dans

O(FxG) ainsi définie est un calibre de ExG dans FxG.

DEMONSTRATION. - La condition a) du n.7 est évidemment satisfaite.
Vérifions b). Soient H un espace auxiliaire, A une partie analytigue
dans (ExG)xH, et désignons par 7 (resp w) la projection de ExGxH
(resp ExH) sur ExG (resp E) : on a alors w[A(z)] = [7T(A)](z)

et p[(y,z),m(A)] = sup p(y,m(X)), KeK(ExH), K€ A(z). Identifions
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un compact K de ExH contenu dans A(z} au compact Kx{z} de ExGxH
il est alors clair que p[(y,z),7(A)] = sup D[(y,z),7(K)], KeK(ExGxH),
Ke A. Vérifions enfin la condition c). Pour tout t2 0, on a les
équivalences suivantes, en symboles logiques,

pl(v,2),K]2 t ¢> ILeX(E) p(y,L)3»t et LecK(z)

LcK(z) & Lx(z}cK
Ltensemble {(z,K,L) : LecK(z)) est donc un compact de GxK(ExG)xK(E),
et 1'ensemble ((y,L) : p(y,L)» t} est analytique dans FxK(E) par
hypothése : l'ensemble {[(v,z),K] : p[(y,z),Kl2t), qui est P(gf\é),
est aussi analytique. D'ol l'analyticit€ de la fonction p(.,.)

sur FxGxK(ExG).

REMARQUE. - Si la fonction p(.,.) est de plus s.c.s. sur FxK(E),
la fonction P(.,.) est aussi s.c.s. sur FxGxg(EXG), car l'ensemble

{[(y,2),K] : pl(y,2),Kl3 t} est alors P(KAK) = K pour tout t3 0.

COROLLAIRE. - Soit p un calibre de E dans F. Posons, pour toute

partie A de ExF et tout yeF,

P{Y,A) = p(y,A(y))

L'application p ainsi définie est un calibre de ExF dans F.

DEMONSTRATION. - Faisons G = F dans le théordme précddent, et
identifions F 3 la diagonale de FxF : la fonction D{A) est alors
la restriction & F de la fonction p(A) définie ci-dessus. Le corol-

- L
laire est alors évident.

APPLICATIONS.- Nous dirons, pour abréger, qu'un calibre p de E
dans F est simple si p(A) est une fonction constante pour tout Acd(E)
Autrement dit, un calibre simple p sur E est une fonction sur ¢(E),

crolssante, et satisfaisant les deux conditions
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i) ei A est analytique dans un produit ExG, alors
pl7(A)] = sup p{7m(K)], KeK(ExG), K& A
ii) la restriction de p & K(E) est une fonction analytique.
Nous allons voir trois exemples de calibres simples, auxquels

. . . ’
nous appliquerons le procédé d'extension du corollaire precédent

1) Soit I une capacité sur E : alors I est un calibre simple.

Ia condition i) a été vérifride lors de la démonstration du
théoréme de capacitabilité ; mais, 1l n'est pas nécessaire de

se replonger dans 1la démonstration : il suffit de remarquer

que la composée Iem est une capacitd, et d'appliquer le théoréme
de capacitabilité & cette capacitd. La condition ii) résulte

du fait que I est continue & droite sur K(E) (cf 1le n.14 du
chapitre II), et donc s.c.s. pour la topologie de Hausdorff.

En appliquant alors le théoréeme 9 & 1l'extension de I, on obtient
si A est analytique dans un produit ExF, la fonction y = I[A(y)]

est analytique sur F.

2) Soit A une mesure sur E, et soit B un bordlien de ExF :
on salt, dtaprés le théoréme de Fubini, que la fonction y - A[B(y)]
est borélienne, et donc mesurable. Mais supposons maintenant que

la mesure A ne soit pas o-finie {ce qul est le cas pour les mesures
de Hausdorff) : on ne peut plus alors appliquer le théoreme de
Fubini. Nous verrons cependant au chapitre VI que y - A[A(y)] est
analytiquéjsi A est analytique dans ExF. Pour le moment, nous nous
bornerons a démontrer ce résultat pour la plus simple des mesures
de Hausdorff : la mesure de comptage des points Ml sur E définie

H

par Ml(A) = le nombre d'éléments de A si A est fini, et M (A) = +4e

si A est infini. La mesure Ml est un calibre simple : elle est

1) si A est une mesure de Hausdorff
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croissante et satisfait la condition i) de maniere évidente.
Dtautre part, on vérifie aisément que, pour n fixd&, l'ensemble

{ReK(E) : MY(X)> n} est ouvert : la restriction de M'

3 K(E) est
ainsi s.c.i., et donc analytique. L'application du théordme 9
% 1l'extension de M1 entraine alors que, pour A analytique dans ExF,

la fonction y > Ml[A(y)} est analytique.

3) Les mesures de Hausdorff n'étant pas 0-finies, un autre probleme
se pose : quelle est la nature de l'ensemble des y tels que la coupe
A(y) de ltensemble analytique A ne soit pas 0-finie ? Examinons ici
le cas particulier de la mesure de comptage des points : un ensemble
ntest pas 0-fini si et seulement s'il n'est pas dénombrable. Posons,
pour toute partie A de E, I{(A) = O si A est dénombrable et I(A) = 1
sinon. Nous pourrons affirmer que, pour A analytique dans ExF,
1l'ensemble des y tels que A(y) ne soit pas dénombrable est analytique
dans F si nous prouvons que I est un calibre simple : la fonction I
est évidemment croissante, et satisfait la condition ii) d'aprés

le n.6; nous démontrerons au chapitre V que la condition i) est

’ . .
également verificde.



