
CHAPITRE III : CALIBRES 

Au second parapgraphe, nous allons @tudier, sous le nom de calibres, 

des applications de @(E) dans @(F) qui auront la propri$tg de 

transformer toute fonction analytique en une fonction analytique. 

Leur d@finition comprendra deux conditions : i) une condition de 

"capacitabilit$" 2) une condition "d'analyticit$" pour leur restric- 

tion aux fonetions s.c.s. Aussi introduisons nous au premier 

• o 

paragraphe une topologie metrmsable compacte sur l'ensemble des 

fonctions s.c.s. , qui nous permettra de parler d' ensemble analytique 

de fonctions s.c.s. Cette topologie interviendra aussi dams les 

chapitres ulterzeurs. Enfin, les m~thodes exposees ici ne semblant 

pas susceptibles d'extension au cas abstrait ou topologique plus 

general, il n'y a pas de complements• 

i.- LA TOPOLOGIE DE HAUSDORFF 

p • A . s . 

Si E est un espace metrlsable compact, nous deslgnerons desormals 

par $(E) l'ensemble des parties compactes de E qui sera muni de la 

topologie d~finie de la manmere suivante 

DEFINITION.- On appelle topologie de Hausdorff sur ~(E) la moins 

fine des topologies telles qu'un ensemble de la forme [K~(E) : K~A] 

soit ouvert (resp fermi) si A est ouvert (resp fermi) dams E. 

L'ensemble vide de E est un point isol~ de ~(E), et une base d'ouverts 

pour cette topologie est constltuee par les ensembles de la forme 
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[ K : K ~ U ] ~ [ K : K ~ V  1 ~ ~ ] ~ . . . ~ [ K : K ~ V  n ~ ~] 

o~ U, VI,...,V n sont des ouverts de E. ~!ous laissons au lecteur 

le soin de vermf!er que cette topologie est s~par~e. 

THEOREME.- La topologie de Hausdorff est metrmsable compacte. 

De plus, si d est une distance sur E compatible avec sa topologie, 

la fonction p s ur ~(E)x$=(E) dgfinie par 

: Id(x, )-d{x,m)l 

est une distance sur ~(E) compatible avec la topologie de Hausdorff. 

• S 
DEMONSTRATION.- La topologie de Hausdorff etant s@par~e, il suffit 

de d@montrer que la distance p d~finit une topologie compacte plus 

fine. Pour Ke~(E), nous d~signerons par d K la fonction x ~ d(x,K) 

(o~ d(x,K) = yc~SU d(x,y)): la fonction d K ~tant continue, la distance 

p choisie permet d'identifier K(E) ~ un sons-espace de l'ensemble ~(E) 

des fonctions continues sur E muni de la topologie de la convergence 

uniforme. Comme on a IdK(X)-dK(y)I~ d(x,y), l'ensemble ~(E) est 

born~ et e~uicontinu dans ~(E) : il est done relativement compact 

d'apres le theoreme d'Ascoli. Montrons que ~(E) est ferm~ dans ~(E) : 

soit (d K ) une suite convergeant vers une fonction fc~(E); on a 
n 

alors f = d K o~ K = If = 0]. En effet, pour x~E fix~, on a d'une 

s . 

part If(x)-f(y)l ~d(x,y) pour tout y, et done on a f{d K. Deslgnons 

d'autre part, pour tout n, par Yn un point de K n tel que l'on ait 

d(x,y n) = d(X,Kn) : quitte ~ extraire une sous-suite des K on peut 
n' 

donnee equlcon- supposer que (yn) converge vers y~E. Mais, Stant • i '• " 

tinuit~, il est clair que y appartient ~ K et que d(x,y) = f(x). 

D'o~ l'~galit~ de f et de d K. Enfin, le fait que la topologie dSfinie 

par pest plus fine que la topologie de Hausdorff r~sulte aise'ment 

des ~galit~s suivantes, o~ Lest un compact de E 



4 3 -  

IK:K~LI = [dK:dK~dLl IK:KnL¢~ = [dK:inf(dK^d L) = 0~ 

REMARQUES.- i) Nous avons choisi pour distance p cel!e qui permet 

d'obtenir le theoreme le plus rapidement. Mais, plus communement, 

on utilise la "distance de Hausdorff" d~finie par 

p(K,L) = sup [ ~  d ( x , K ) , s u ~  d (x ,L) ]  
X E ~  

2) Voic i  une a u t r e  d ~ f i n i t i o n  p o s s i b l e  de l a  t o p o l o g i e  de H a u s d o r f f ,  

due ~ CHOQUET [ ] : la famille filtrante de compacts (K i) converge 

vers le compact K si, pour toute fonction continue f sur E, 

le maximum de f sur K. converge vers le maximum de f sur K. 
l 

3) Voyons rapidement comment d@finir maintenant une "bonne" topologie 

sur l'ensemble ~(E) des fonctions s.c.s, sur E, ~ valeurs dans ~+. 

On identifie toute fonction fc~(E) ~ son sous-graphe fermi, i.e. 

l'ensemble [(x,t) : f(x)~ t], qui est compact dans Ex~+, et on 

munit ~(E) de la topologie induite par celle de ~(Ex~+). L'ensemble 

• . 

~(E), muni de cette topologie, est metrlsable compact, et ~(E) peut 

@tre identifi@ ~ un sous-espace compact de ~(E). 

3 Les propri@t~s suivantes de la topologie de Hausdorff sont faciles 

vermfler. Nous les utiliserons souvent par la suite, sans r@f@- 

rences, pour de~ontrer qu'un ensemble est analytique par la m~thode 

de Kuratowski-Tarski. 

i) les ensembles suivants sont compacts 

[(x,K) : x~K) dans ExK(E) 

~(K,L) : K~L} dams ~(~)~(~)  

[(K,L) : KAL / ~] dams ~(E)x~=(E) 

2) les applications suivantes sont continues 

X ~ IX] de ~ dans ~(E) 



K ~ ~(K) de ~(ExF) dans ~(E) ( ~ d~signant la projection sur E) 

K ~ ~(K) de ~(E) dans ~+ ($ dSsignant le diam@tre associe S 

une distance sur E compatible avec sa topologie) 

3) Si (Kn) est une suite d$croissante de compacts, d'intersection K, 

alors (Kn) converge vers K dans ~(E) 

Nous allons Studier l'ensemble des compacts non d@nombrables, et 

montrer qu'il est analytique dans ~(E). Mais avant cela, nous 

s s  

rappellerons quelques notions topologiques elementamres. 

4 Soit A une partie de E On dit que x~E est un point de condensation 

de A si tout voisinage de x rencontre A suivant un ensemble qui n'est 

pas d@nombrable. Un argument simple de recouvrement (E Stant ~ base 

d~nombrable) montre que l'ensemble des points de A qui ne sont pas 

des points de condensation est au plus dSnombrable. Rappelons 

d'autre part qu'un compact est dit parfait s'il n'a pas de points 

isoles, et il r~sulte du theoreme de Baire que tout parfait non vide 

n'est pas d~nombrable. Maintenant, ai K est un compact quelconque, 

l'ensemble N de ses points de condensation est un parfait, contenu 

• . . 

darts K, que l'on appelle le noyau parfait de K, et la decomposmtmon 

de Ken son noyau parfait Net l'ensemble d~nombrable K-N est 

• . ° 

l'unique decomposmtmon de Ken un ensemble parfait et un ensemble 

d~nombrable disjoints (th~or~me de Cantor-Bendixson). 

Le r~sultat suivant est d~ ~ Banach 

5 THEOREMS.- L'ensemb!e des ~arfaits non vides de E est ~ dans K(E) 

DEMONSTRATION.- Nous allons montrer que l'ensemble I des compacts 



non vides de E ayant au moins un point isol@ est ~ dans 8(E). 

Soit (Un) une base d~nombrable d'ouverts de E. On a l'equmvalence 

suivante, en symboles logiques, 

K~I g=~ ~n ~x x~K et x~U et K~[x]tJU c 
= n n 

II r~sulte ais~ment des propri@t@s de la topologie de Hausdorff 

que [(x,K) : KC[x]UU~], n fix~, est compact dans ExS(E), et 

doric Iest [P(K~G~K)] = [P(8~)]~ = 8~" 

non-denombrables de E est COROLLAIRE.- L'ensemble des compacts 

analytique dans 8(E). 

DEMONSTRATION.- D@signons par ~ l'ensemble des compacts non 

denombrables, et par P l'ensemble des parfaits non vides. Etant 

donn~ le theoreme de Cantor-Bendixson, on a 

KeN g=~ ~L L~P et L~K 

et doric ~ est P[~8] = P[~] = ~. 

REMARQUES.- i) Hurewicz a montr~ que l'ensemble des compacts non- 

denombrables n'est pas bor@lien dans 8([0,1]) : c'estundes exemples 

les plus simples d'ensemble analytique qui ne soit pas bor~lien. 

2) darts le m@me ordre d'id~es, Kuratowski et Marczewski ont montr~ 

que l'ensemble des compacts contenus dans les rationnels de [0,i] 

, • " d' n'est pas analytique, mais est le complementamre un ensemble 

analytique dans 8([0,1]) 

3) il est facile de voir que, si A est ~@ darts E, l'ensemble 

[K : KCA] est ~ dans 8(E). Par contre, si A est 8~-, cet ensemble 

peut ne pas ~tre analytique dams 8(E) : il suffit de prendre pour A 

l'ensemble des rationnels de [0,i]. 
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2.- CALIBRES 

Nous nous bornerons ~ ~tudier des operations transformant des 

ensembles en des fonctions : le cas g~n@ral (transformations de 

fonctions en fonctions) est un peu plus compliqu~, sans ~tre tr~s 

utile pour les appl~cations. 

7 DEFINITION.- Un calibre de E dans F est une application p d__ee @(E) 

dans @(F) satisfaisant aux conditions suivantes 

a) s_~i A e_~t B sont deux @l@ments de @(E) tels que A~B, on a 

p(y,A)~p(y,B) pour tout y~F, o_~ p(y,A) d@signe la valeur de 

la fonction p(A) au point y 

b) s_~i A e st une partie analytique d'un ~roduit ExG, on a 

p(y,~(A)) = ~up p(y,~(x)), K~(~xa), K~A 

o_~ ~ d@signe la projection de ExG sur E 

c) la fonction (y,K) ~ p(y,K) est analytique sur Fx~(E). 

Ii est peu probable que le produit de composition de deux calibres 

(s'il est d@fini) soit encore un calibre. On a cependant 

J % 

8 THEOREME.- Soient pun calibre de E dans F, e_~t w !a projection 

d'un produit ExG sur E. L'application compos@e po~ est alors 

un calibre de ExG dans F. 

DEMONSTRATION~- La condition a) est evmdemment vermflee, et 

la condition b) aussi puisque la compos~e de deux projections est 

encore une projection. Enfin, l'application '(y,K) ~ (y,~(K)) de 

Fx~(ExG) darts Fx~(E) ~tant continue, on vermfme amsement que la 

fonction (y,K) ~ p(y,~(K)) est analytique sur Fx~(ExG). 



Nous avons vu au chapitre I que toute fonction analytique est la 

projection de !a !imite d'une suite d~croissante de fonctions s.c.i., 

et, qu'en particulier, tout ensemble analytique est la projection 

d'un ensemble ~$. Etant donn@ le r@sultat pr@ce~ent, on peut donc 

se contenter de v@rifier la condition b) du n.7 pour les parties ~ 

d'un produit. 

• ~ • ° ° 

Voici le theoreme qui legmtlme l'introduction des calibres 

9 THEOR~ME.- Soit pun calibre de E dans F. Si A est analytique dans E, 

la fonction p(A) est analytique sur F. 

DEMONSTRATION.- D'apr@s ce qui pr@cSde, on peut supposer que A est 25 

dans E : l'ensemble ~(A) des compacts contenus dans A est alors ~6 

et donc analytique dans ~(E). Et la fonction y ~ p(y,A), projection 

sur F de la fonction analytique (y,K) ~ p(y,K).l~(A), est analytique. 

Avant de voir quelques applications, mous donnerons encore deux 

s • theoremes d'extension de calibres. 

i0 THEOREME.- Soient Gun es~ace et pun calibre de E dams F. 

Posons, pour toute partie A d_~e ExG et tout (y,z)~FxG, 

~[(y,z),A] = p(y,A(z)) 

o_~ A(z) est la coupe de A suivant z. L'application p d_~e @(ExG) dans 

@(FxG) ainsi d@finie est un calibre de ExG dans FxG. 

• I ° 

DEMONSTRATION.- La condition a) du n.7 est evmdemment satisfaite. 

V@rifions b). Soient Hun espace auxiliaire, A une partie analytique 

dans (ExG)xH, et d~signons par Y (resp ~) la projection de ExGxH 

(resp ExH) sur ExG (resp E) : on a alors ~[A(z)] = [~(A)](z) 

et p[(y,z),~(A)] = sup p(y,~(K)), K~(ExH), K~A(z). Identifions 
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un compact K de ExH contenu dans A(z) au compact Kx[z] de ExGxH : 

il est alors clair que p[(y,z),T(A)] = sup ~[(y,z),~(K)], Kc~(ExGxH), 

K~A. V@rifions enfin la condition c). Pour tout t~ 0, on ales 

equmvalences suivantes, en symboles logiques, 

p[(y,z),K]~ t ~ ~L~(E) p(y,L)$ t et L~K(z) 

LCK(z) ~=~ Lx[z]~K 

L'ensemble [(z,K,L) : LCK(z)] est donc un compact de Gx~=(ExG)x~(E), 

et l'ensemble [(y,L) : p(y,L)~ t] est analytique darts Fx~=(E) par 

hypoth~se : l'ensemble [[(y,z),K] : p[(y,z),K]~t], qui est P(K~A), 

est aussi analytique. D'o~ l'analyticit~ de la fonction p(.,.) 

sur FxGx~= (ExG). 

REMARQUE.- Si la fonction p(.,.) est de plus s.c.s, sur Fx~=(E), 

la fonction p(.,.) est aussi s.c.s, sur FxGx~(ExG), car l'ensemble 

[[(y,z),K] : p[(y,z),K]~ t~ est alors P(K~K) = ~ pour tout t~0. 

COROLLAIRE.- Soit pun calibre de E dans F. Posons, pour toute 

partie A de ExF et tout y~F, 

~(y,A) = p(y,A(y)) 

L'application ~ ainsi d@finie est un calibre de ExF darts F. 

S DEMONSTRATION.- Faisons G = F dans le theoreme pr$c@dent, et 

identifions F ~ la diagona!e de FxF : la fonction p(A) est alors 

la restriction ~ F de la fonction p(A) dSfinie ci-dessus. Le corol- 

laire est alors Svident. 

APPLICATIONS.- Nous dirons, pour abrSger, qu'un calibre p de E 

dans F est simple si p(A) est une fonction constante pour tout A~(E) 

Autrement dit, un calibre simple p sur E est une fonction sur @(E), 

croissante, et satisfaisant les deux conditions 
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i) si A est analytique dans un produit ExG, alors 

pET(A) I = sup pIT(K) ], X~K(~xa), KC A 

ii) la restriction de p ~ K(E) est une fonction analytique. 

Nous allons voir trois exemples de calibres simples, auxquels 

• J • I 

nous appliquerons le procede d'extension du corollaire precedent 

i) Soit I une capacite ~ sur E : alors Iest un calibre simple. 

La condition i) a ete verlf±ee lors de la demonstratlon du 

theoreme de capacmtabzlmte ; mais, il n'est pas necessamre de 

se replonger dans la demonstratmon : il suffit de remarquer 

que la compos@e lot est une capacmte, et d'appliquer le th$orSme 

de capacltabil±te ~ cette capacite ~. La condition ii) r~sulte 

du fair que Iest continue ~ droite sur K(E)(cf le n.l~ du 

chapitre II), et donc s.c.s, pour la topologie de Hausdorff. 

En appliquant alors le th$or~me 9 ~ l'extension de I, on obtient : 

si A est analytique dans un produit ExF, la fonction y-~ l[A(y)] 

est analytique sur F. 

a , 

2) Soit ~ une mesure sur E, et soit Bun borelmen de ExF : 

on salt, d'apr~s le th$orSme de Fubini, que la fonction y ÷ ~[B(y)] 

est bor@lienne, et donc mesurable. Mais supposons maintenant que 

la mesure ~ ne soit pas r-finie (ce qui est le cas pour les mesures 

de Hausdorff) : on ne peut plus alors appliquer le theoreme de 

Fubini. Nous verrons cependant au chapitre VI que y ~ h[A(y)] est 

analytiqu~si A est analytique dans ExF. Pour le moment, nous nous 

bornerons ~ • ce demontrer r~sultat pour la plus simple des mesures 

de Hausdorff : la mesure de comptage des points M I sur E d~finie 

par MI(A) = le nombre d'$1e'ments de A si A est fini, et MI(A) = +~ 

si A est infini. La mesure M Iest un calibre simple : elle est 

i) si k est une mesure de Hausdorff 
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croissante et satisfait la condition i) de mani~re t . evldente. 

d ° ° . • ° • 

D'autre part, on verlfle alsement que, pour n flxe, l'ensemble 

~K~(E) : MI(K)~ n) est ouvert : la restriction de M I ~ ~(E) est 

ainsi s.c.i., et doric analytique. L'application du th@or~me 9 

l'extension de M I entraine alors que, pour A analytique dans ExF, 

la fonction y ~ MIEA(y)] est analytique. 

3) Les mesures de Hausdorff n'~tant pas ~-finies, un autre probleme 

se pose : quelle est la nature de l'ensemble des y tels que la coupe 

A(y) de l'ensemble analytique A ne soit pas a-finie ? Examinons ici 

le cas particulier de la mesure de comptage des points : un ensemble 

n'est pas ~-fini si et seulement s'il n'est pas d@nombrable. Posons, 

pour route partie A de E, I(A) = 0 si A est d~nombrable et i(A) = I 

sinon. Nous pourrons affirmer que, pour A analytique darts ExF, 

l'ensemble des y tels que A(y) ne soit pas d~nombrable est analytique 

dams F si nous prouvons que i est un calibre simple : la fonction I 

est ~videmment croissante, et satisfait la condition ii) d'apr~s 

le n.6; nous d@montrerons au chapitre V que la condition i) est 

~galement verifi6e. 


